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y = HN UN,K s + n

Received signal channel code matrix emitted signal AWGN

N × 1 N × N N × K K × 1 ∼ N (0, σ2IN )

UN,K =


 u1 VN,K−1


 , HN =




h1 0 0

0
" " " 0

0 0 hN


 s =


 s1

x




#�� �
� �� �
 ����	� s"

����
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y = HNu1s1 + HNVN,K−1x + n

�& H = I'

ŝ1 = uH
1 y

= s1 + uH
1 n

(���� �
 )
��� *��
 %

��� =
E(| s1 |2)

E(| uH
1 n |2)

=
1
σ2

+�� ������ �& H �= I ,

����



������ �����	
 ���	��� �� ��	��� ��������������

��� ����	���

y = HNu1s1 + HNVN,K−1x + n

= HNu1s1 + n′.

E(n′n′H) = (HNVN,K−1VH
N,K−1H

H
N + σ2I) = QΛQH

+�������� -���� %

ỹ = Λ− 1
2 QHy = Λ− 1

2 QHus1 + Λ− 1
2 QHn′

= gs1 + b

b ��  ����� .����� �
���"

����
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ỹ = gs1 + b

g = Λ− 1
2 QHu1

#�� 
����� (�)* �� �$���/�� ���� %
gH ỹ = gHgs1 + gHb

(���� �
 �����&����	� ���� )
��� *��
 0(�)*1 %

����u1 =
(gHg)2E(| s1 |2)

gHg

= gHg = uH
1 HH

N

(
HNVN,K−1VH

N,K−1H
H
N + σ2IN

)−1
HNu1

#�� (�)* �$������
� �� �
� ��	�2�� �� ������� ���
���3 
� ��� 	�
�	� 
& ���


���
�
�� 	
�� ��4���	� 
& UN,K "

����
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(���
�� ��� ����$ UN,K = [Uij ] �� �"�"� ��������' E [Uij ] = 0' E
[
U2

ij

]
= 1/N "

�$���� % �(56"

��� ������	
� ����	 �

zN 7�	�
� N × 1 ���� �"�"� ��������" �	� ������� % /��
 ��� �� 7���	� 1/N "

XN ����$ N × N ����������� 
& zN " #���' ����� �
�� �������
��'

zT
NXNzN − 1

N
trace (XN ) → 0 a.s.

���� N → ∞"

����
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#�� (�)* 	� 2� ����7�� ��� ��� �3 &
� �3 �3�2
� %

����uk
= uH

k HH
N

(
HNVN,K−1VH

N,K−1H
H
N + σ2IN

)−1
HNuk

= uH
k (AN,K)−1uH

k

���� AN,K =
(
VN,K−1VH

N,K−1 + σ2
(
HNHH

N

)−1
)

�����	���
 � uk �� VN,K �����������' �


����uk
− 1

N
trace (AN,K)−1 → 0 a.s.
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uH
k A−1

N,Kuk − �����(A−1
N,K)

N
→ 0

������� 
� ��� ������	� �����7��� ������2���
� 
&

dρN (λ) = 1
N

∑N
i=1 δ(λ − λi(AN,K)) 
& AN,K "

���
	���� 	������7� ������2���
� &��	��
� ρN (λ) = ������ �� ��	��
����≤λ
N "

∫
φ(λ)dρN (λ) =

1
N

N∑
i=1

φ(λi(AN,K)) N→∞→
∫

φ(λ)dθ(λ)

θ ������������	' 	� 2� 	�	����� 0����� (��7������� �� 8�' 561' φ(λ) = 1
λ

����
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AN,K =
(
VN,K−1VH

N,K−1 + σ2
(
HNHH

N

)−1
)

0(��7������� �� 8�' 561

�
������ ��� N × N ����$
A = UTUH + C

• U 
& �������
� N × K ���� ��� /��
 ��� �������� 
& 7���	� 1/N

• T ��  ��� ���
�� ����$" #�� ���
�� �������� �7�  �������� �����7���

������2���
� ν"

• C �� �������� ����  �������� �����7��� ������2���
� µ"

• U' T �� C �� �����������"

• N → ∞' K/N → α > 0"

A ��  �������� �����7��� ������2���
� ρ &
� ���	� ��� ��	�3�(�����9�� ����&
��

Gρ(z) �� ��� ���4�� �
����
� 
& ��� �����	�� �4���
�

Gρ(z) = Gµ

(
z − α

∫
tν(dt)

1 + tGρ(z)

)

0�1

	���
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lim
N→+∞

1
N

N∑
k=1

f(|hk|2) = E(f(|h|2)) =
∫

R+
f(t)p(t) dt almost surely.

���� p(t) ��  	
��	� ����
��'

�
�� N → ∞ ��� K/N → α �
� ����k �� �
� kth ������ �� � ����

��������� ��������� ������ ������ �� � ����� ���� ������ �������� �� �
�

�������� �

∫ ∞

0

t

αt + σ2���� + σ2
p(t) dt =

����

���� + 1
.

����



��	 ������

��	 ������

UN×K �	
��� ��������� �������� � �"�"� �������
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�� �
� -� �
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���
�
����3 �� �������3 ������" �������7��3' ��
�����	 	
��� ���� ���&
�� 2����� ���

�"�"� 
���"

��������� �	�� ����� % �$��	� : 	
����� &�
� �3 �����3 ;� ������2���� ����$"

��� �		� �����������
 % !
� �	� < ������������	 �����3' Θ �� QΘ �7� ��� ���

������2���
�

+�3 ��� ;� ������2���
� , → !��� ��
22����3 ������� 	� ���3

�
���
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��	���
 %Θ = X(XHX)−1/2 ����� X = [xi,j ]1≤i,j≤N �� �"�"� 	
����$ .�����

���� 7���	� �������"

#
 ��� ����' �
��	� ��� &
� �	� 	
����� �����3 ����$ U'

UX(XHX)−1/2 = UX[(UX)HUX]−1/2 .

(��	� ��� ��
22����3 ������2���
� 
& X �� UX 	
��	���' ����	�� X(XHX)−1/2 ��

UX((UX)HUX)−1/2 �7� ��� ��� ������2���
�" #�� 2
7� �4����3 ���� �������

��� UX(XHX)−1/2 �� X(XHX)−1/2 �� ������	��3 ������2����"

�����
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#���� �� �
���� �3 &
� 2������� ;� ������2���� �����3 ����	�� ��� ���� 2� ���&��

�
 
�� 	
���$�" ������ 
& �������3��� X 23 ��� ��7���� 
& ��� ;������� �4��� �

� 
&

XHX' 
�� 	� ����
��	� ��� ���4���3 ��-��� ����� �������� ����$ ���� �
����7�

���
�� �������� Q(X) ��-��� 23
XHX = Q(X)HQ(X) .

#�� �����3 ����$ V(X) ��-��� 23

V(X) = XQ(X)−1

0�1

�� ��
 ;� ������2����" #
 ��� ����' �� -��� ����� ��� &
� �	� 	
����� �����3

����$ U' ��� ��
22����3 ������2���
� 
& V(X) �� 
& V(UX) 	
��	���" 8��' �� ��


27�
�� ��� Q(UX) = Q(X)' �
 ��� UV(X) = V(UX)" #����&
��' ��� ��
22����3

������2���
� 
& V(X) �� 
& UV(X) 	
��	���" *���� ��� ��� 	
����� 
& V(X) ��


2����� 23  .���(	����� 
���
�
���/��
� 
& ��� 	
���� ��	� 
& X"

�����
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N∑
k=1

|θik|2 =
N∑

i=1

|θik|2 = 1, &
� �� 1 ≤ i, k ≤ N

N∑
l=1

θilθ
∗
lk = 0, &
� �� i �= k

E

[
|θ1i|2 |θki|2

]
=

1
N(N + 1)

, k > 1

E [θ∗1iθkiθ1lθkl] = − 1
N(N2 − 1)

, k > 1, i �= l

�����
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lim
N→+∞

1
N

N∑
k=1

f(|hk|2) = E(f(|h|2)) =
∫

R+
f(t)p(t) dt almost surely.

���� p(t) ��  	
��	� ����
��'

�
�� N → ∞ ��� K/N → α ≤ 1 �
� ��� ����k �� �
� kth ������ ��

� ���� ��������� ��������� ������ ������ �� � ����� ���� ������

�������� �� �
� �������� �

∫ ∞

0

t

αt + σ2(1 − α)���� + σ2
p(t) dt =

����

���� + 1
.

�����
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��� �� ������������� �	��	�����

�����	�� ��� 

= ����� ����� �

���� = E|h|2

(
1

α

����+1 + σ2

|h|2

)

= �������
	� ����� �
���� = E|h|2

(
1

α

����+1 + σ2

|h|2 (1 − α ����

(1+����) )

)

= ��
������
 � !
�  ����� (�)*' ���&
���	� 
& ��
�����	 ���	
��� �3���� ����

�
��� 7���	� σ2 �4��7���� �
 �"�"�" 
�� ���� �
��� 7���	� (1 − α ����

1+����

)σ2

�����
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���� � % ��
� ����uk
→a.s ���� ������������	"

����uk
= uH

k BNuk

'

BN = HH
N

(
HNVN,KVH

N,KHH
N + σ2IN

)−1
HN

��� ��>����	� 2������ �"�"�" �� ��
�����	 	�� % uk �� BN �� �
� �����������"

����uk
− 1

N − K

��((I − VVH)BN (I − VVH) → 0

(I −VNVH
N )BN (I −VNVH

N ) 	� 2� ���
$����� 23  �
� 	
������7� �
�3�
���


& VN,KVH
N,K �� HH

NHN "

VN,KVH
N,K �� HH

NHN �� ��
�� �����3 �3���
��	��3 &��� ⇒ ����uk
→ ����

�����
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����� �� �	���

��� � � ����������� �� ���� → η = SINR
1+SINR

η = lim
K→∞

1

K

K∑
k=1

ηuk

= lim
K→∞

1

K

��

(
(HNVN,KVH

N,KHH
N + σ2IN)−1HNVN,KVH

N,KHH
N

)
=

1

α
lim

N→∞
1

N

N∑
i=1

λi

λi + σ2
=

1

α
lim

N→∞

∫
λ

λ + σ2
dρN(λ)

ρN �� �
� ��������� ���������� ������	����� �� HNUN,KUH
N,KHH

N

���  !��� ���	�	����� ������� �
�" �
�� ρN ��������� ������ ������ �� �

��������� ��������� ������� θ "
��
 ��� 	� ���������� �#��������$

��� ! SINR
1+SINR

= 1
α

∫
t

t+σ2 dθ(t)

�����



�	� ����� �� Θ

"	�#����� �� Θ

������ $ GN = HNHH
N  CN = ���	(IK , 0) ���

UN×KUH
N×K = ΘNCNΘH

N  ΘN %��� ������	���� N × N ������ �������

�����# "��
 ���������� ��������� ���������� ������	����� µN ��� νN $

%������ $ ������	����� �� GN × ΘNCNΘH
N &

���&	 $ GN ��� ΘNCNΘH
N �������������� ���� ������ �����"
��� �

�
�� µN →a.s µ ��� νN →a.s ν �
� ��������� ���������� ������	����� ��

GN × CN ��������� �� µ � ν �
� ���� �������������� ����������� �� �
�

������	������ µ ��� ν$

' dµ(t) = p(t)dt ��� ν(t) = αδ(t − 1) + (1 − α)δ(t − 0)

�	���
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����� ������	
� ����	 �

��� U 2�  K < N 	
����� 
& � N ×N ;� ������2���� ���
� ����$ �� ����
��

u ��  	
���� 
& U" ��� BN 2�  N × N ���
� ����$' ���	� ��  &��	��
� 
& ��

	
����� 
& U �$	��� u �� B = 	
�N || BN ||< ∞' ����

E | uHBNu − 1
N − K

��(ΠBN ) |4≤ C

N2

+���� Π = IN −UUN − uuH �� C ��  ������������	 -���� 	
����� ���	� �������


��3 
� B �� α = K
N "

���	�� � +� ���� 
��3 ��
7� ��� ������ �� 
�� 	��"

�����
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U = [u1, ...,uK ] �$��	��� &�
�  ;� ����$"

��� X = [x1, ...,xN ] 2� � �"�"� .����� ����$"

u1 =
x1

‖x1‖

u2 =
Π1x2

‖Π1x2‖

����� Π1 = I − x1x
H
1

‖x1‖2

uK =
ΠK−1xK

‖ΠK−1xK‖

)
�� ��� Πk−1 �� xk �� ��
	����	��3 �����������"

�
���
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��� ��	� ��	�� 	� ��� 	������	� ����

(���
�� BN ��  &��	��
� 
& u2, ...,uK "

uH
1 BNu1 − 1

N − K

��(ΠBN ) = f1(u1, ...,uK)

����

Π = I − UUH − u1u1

��� P 2�  ��������
� ����$ �$	������ 	
���� � ���� :"

��-�� Ũ = UP"

�� �� 	��� ��� fK(ũ1, ..., ũK) = f1(u1, ...,uK)

(��	� Ũ �� U �7� ��� ��� ������2���
�' ���
� 7��2��� f1(u1, ...,uK) ��

fK(u1, ...,uK) �� ������	��3 ������2���� ���	� ������� %

E‖f1(u1, ...,uK)‖4 = E‖fK(u1, ...,uK)‖4

�� ��� &
��
����' �� &
	�� �����&
�� 
� 	
���� uK 
& U"

�����
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��� ��	� ��	�� 	� ��� 	������	� ����

E‖f1(u1, ...,uK)‖4 �
�� �
� ������


� ��� ����	��� �3 U �� �������� ��
7���� �� �� ;� ������2����" +� 	� �����&
��

&
	�� 
� 
�� 	
�����	��
� 
& ;� ������2���� ����	��"

eN = uH
KBNuK − 1

N − K

��(ΠBN )

=
xH

KΠH
K−1

‖xH
KΠH

K−1‖
BN

ΠK−1xK

‖ΠK−1xK‖ − 1
N − K

��(ΠK−1BN )

= e1,N + e2,N

e1,N =
xH

KΠH
K−1BNΠK−1xK

‖xKΠK−1‖2
− xH

KΠH
K−1BNΠK−1xK

N − K

e2,N =
xH

KΠH
K−1BNΠK−1xK

N − K
− 1

N − K

��(ΠK−1BN )

�����
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��� ��	� ��	�� 	� ��� 	������	� ����

e2,N =
xH

KΠH
K−1BNΠK−1xK

N − K
− 1

N − K

��(ΠK−1BN )

xH
KΠH

K−1BNΠK−1xK

N − K
� 1

N − K

�����(ΠK−1BNΠK−1)

=
1

N − K
�����(Π2

K−1BN )

=
1

N − K

�����(ΠK−1BN )

�����
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��� ��	� ��	�� 	� ��� 	������	� ����

e1,N =
xH

KΠH
K−1BNΠK−1xK

‖xKΠK−1‖2
− xH

KΠH
K−1BNΠK−1xK

N − K

+� ������� ��� &
�� %

e1,N =
xH

KΠH
K−1BNΠK−1xK

N − K

(
N − K

‖xKΠK−1‖2
− 1
)

��� �� -��� ��
� ���

xH
KΠH

K−1BNΠK−1xK

N−K �� 2
�����"

�� e2,N 	
�7����� �
 � ��
�� �7��3�����'

xH
KΠH

K−1BNΠK−1xK

N − K
< 2

�����(ΠK−1BN )
N − K

≤ 2‖ΠK−1BN‖

&
� N ���� ��
��� 0&
� �3 ����$ X' �����(X) ≤ ‖X‖���(X) �� ��� ��� 
&

ΠK−1BN �
�� �
� �$	��� N − K �
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